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Β. α)   

Για κάθε  x ≠ 0   η υπόθεση   x(f(x)−2x + 2) = ηµx   ⇔    f(x) −2x + 2 = 
x

x

ηµ
  

                                                                                             f(x) = 2x −2 + 
x

x

ηµ
  

Οπότε   
x 0
lim f (x)
→

= 
x 0

x
lim 2x 2

x→

ηµ − + 
 

 = 0−2 + 1 = −1 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  xo = 0,   θα ισχύει   f(0) = 
x 0
lim f (x)
→

= −1  

Β. β)  

Η  f  είναι συνεχής στο  0,  
2

π 
  

  µε  f(0) = −1 < 0   και   f
2

π 
 
 

=  π−2 + 
2

π
 > 0  

Άρα   f(0) ⋅ f
2

π 
 
 

< 0 ,   οπότε, µε βάση το θεώρηµα  Bolzano, θα υπάρχει ένα 

τουλάχιστον   ξ∈ 0,  
2

π 
 
 

  έτσι ώστε  f(ξ) = 0.    
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Α.α)   

 Γ  

Α. β)  

|w| = 2 2    οπότε οι εικόνες του  w  βρίσκονται στον κύκλο µε κέντρο Ο(0, 0) και 

ακτίνα ρ = 2 2   

Β. α)  

w = 
z 3i

1 i

−
+

 = 
x yi 3i

1 i

+ −
+

 =  
(x yi 3i)(1 i)

(1 i)(1 i)

+ − −
+ −

 = 
x xi yi y 3i 3

2

− + + − −
= 

                                                                           = 
x y 3

2

+ −
+

x y 3
i

2

− + −
 

Άρα    Re(w) = 
x y 3

2

+ −
   και   Im(w) =

x y 3

2

− + −
  

 



 

 

Β.β)  

Arg(w) = 
4

π
    ⇔    

x y 3

2

+ −
=

x y 3

2

− + −
  και  x + y−3 > 0 και –x + y−3 > 0 

                        ⇔    x = 0    και  y > 3  

∆ηλαδή ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των αριθµών z είναι το τµήµα του 

φανταστικού άξονα για το οποίο έχουµε  y > 3  
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α)  

Αf = (0,  +∞)  στο οποίο η f είναι παραγωγίσιµη  µε    f ΄(x) = lnx−1  

f ΄(x) = 0   ⇔    lnx−1  ⇔   lnx = 1   ⇔    x = e  

          Πρόσηµο της  f ΄ και µονοτονία της f  

 

 

Από τον πίνακα βλέπουµε ότι η f  είναι  γνησίως φθίνουσα στο  (0,   e]  και γνησίως 

αύξουσα στο  [e,  + ∞). 

β)  

Από τον παραπάνω πίνακα διαπιστώνουµε ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x = e, το 

f(e) = e−2e = −e  

Εποµένως για κάθε   x > 0  θα είναι    f(x) ≥ f(e)   ⇔    xlnx−2x ≥−  e  

                                                                                         xlnx ≥ 2x−e  

                                                                                         lnx ≥ 2−
e

x
 

γ)  

Για κάθε  x  µε    1 ≤  x ≤ e    και επειδή η f  είναι γνησίως φθίνουσα,  θα έχουµε  

f(1) ≥ f(x) ≥ f(e)    ⇔    −2 ≥ f(x) ≥−e  

Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε    Ε = 
 e

 1
f (x)dx−∫ =  

                                                                       = 
 e

 1
(2x x ln x)dx−∫ =  

                                                                       = 
 e

 1
2 xdx∫ −

 e

 1
x ln xdx∫ = 

                                                                       = 2

e
2

1

x

2

 
 
 

−
2

 e

 1

x
ln xdx

2

′ 
 
 

∫ =  

                                                                       = 2

e
2

1

x

2

 
 
 

−
e

2

1

x
ln x

2

 
 
 

+ 
1

2

 e

 1
xdx∫ =  

x 0               e              + ∞ 

f ΄         −       0       +  

f                    | 



 

 

                                                                       = 2

e
2

1

x

2

 
 
 

−
e

2

1

x
ln x

2

 
 
 

+
1

2

e
2

1

x

2

 
 
 

=  

                                                                       = 
23e 5

4

−
 τετραγωνικές µονάδες  
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α)  

g(x) = 
x

f (x) f (x)

e

′ +
   ⇒      g΄(x) = 

x x

2x

(f (x) f (x))e e (f (x) f (x))

e

′′ ′ ′+ − +
=  

                                                      = 
x

f (x) f (x)

e

′′ −
 = 0    για κάθε x ∈ℝ    

                                                                                        αφού f ΄΄(x) = f(x)   

Άρα g(x) = c  

β)  

(f(x)e
x
)΄= f ΄(x)e

x  
+ e

x
f(x) = e

x (f ΄(x) +  f(x))      (1)  

Αλλά     g(x) = 
x

f (x) f (x)

e

′ +
    ⇔    f ΄(x) + f(x) = e

x
g(x)   

Η  (1)  γίνεται   (f(x)e
x)΄= e

2x
g(x)  

Όµως    g(x) = 
x

f (x) f (x)

e

′ +
= c   απ’ όπου  για x = 0 προκύπτει   

0

f (0) f (0)

e

′ +
= c,  και 

λόγω της υπόθεσης  c = 1,   άρα  g(x) = 1.  

Εποµένως    (f(x)e
x)΄= e

2x
 

γ)  

(f(x)e
x
)΄= e

2x
   ⇒    (f(x)e

x)΄= 2x1
e

2

′ 
 
 

  ⇔      f(x)e
x
 = 

1

2
e

2x  
+  θ     (2) 

Για  x = 0   η  (2)  δίνει    f(0) = 
1

2
 + θ   ⇔   1 = 

1

2
 + θ    ⇔    θ= 

1

2
   

Η   (2)   γίνεται    f(x)e
x
 = 

1

2
e

2x  
+ 

1

2
    ⇔  

                            f(x) = 
1

2
e 

x 
+

x

1

2e
 =  

1

2
e 

x 
+ x1

e
2

−  =  
x xe e

2

−+
 


